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摘 要： 从四元数形式的麦克斯韦方程组的角度出发为电磁矢量传感器阵列建立了纯双四元数模型（ＰＢＭＯＤ
ＥＬ）．理论分析表明采用双四元数框架下的数据协方差矩阵可以去除每个电磁矢量传感器内部的电场天线或者磁场天线
噪声的相关性，使得相应的纯双四元数多重信号分离算法（ＰＢＭＵＳＩＣ）可以扩展到相关噪声的场合．实验仿真结果证明了
该算法和理论分析的正确性．
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１ 引言

每个电磁矢量传感器包含一组电场天线和一组磁

场天线，并且天线对信号的极化信息是敏感的［１～５］．和传
统的标量传感器相比［６，７］，电磁矢量传感器可以记录三

维空间中电磁波携带的所有信息．这使得电磁矢量传感
器阵列在空间源定位等方面具有比传统的标量传感器

阵列更高的精度［１］．但也正是由于电磁矢量传感器包含
的信息更全面，使得其相应的模型和信号处理也更加复

杂．因此，有必要研究新的、高效的基于电磁矢量传感器
的阵列建模和信号处理方法．

２ 相关工作

在过去的二十年中，围绕电磁矢量传感器阵列的建

模和信号处理方法，很多学者做出了大量的研究．Ｎｅｈｏｒａｉ
和Ｐａｌｄｉ最早从实数域麦克斯韦方程组的角度出发提出
了一个物理意义明确的电磁矢量传感器阵列模型［１］．该

模型把矢量传感器每个天线接收的信号排成一个６×１
维的矢量，然后把阵列中不同传感器的输出排列成一个

更长的矢量，所以这个模型也被称为长矢量模型（ＬＶ
ＭＯＤＥＬ）．基于 ＬＶＭＯＤＥＬ，各种电磁源定位的算法得到
了广泛的发展．文献［１］给出了估计单个电磁源波达方向
（ＤＯＡ）的叉乘算法；文献［２］讨论了源定位的自初始化多
重信号分离（ＳｅｌｆｉｎｉｔｉａｔｉｎｇＭＵＳＩＣ）算法；文献［３］介绍了极
化平滑的多重信号分离（ＰＳＡＭＵＳＩＣ）算法；文献［４］研究
了对应的求根多重信号分离（ＲＯＯＴＭＵＳＩＣ）算法；文献
［５］描述了基于电磁矢量传感器阵列的旋转不变（ＥＳ
ＰＲＩＴ）算法；文献［８］从张量的角度给出了 ＤＯＡ估计的双
模ＭＵＳＩＣ算法．但由于文献［１］中的建模方法是把每个
矢量传感器中各个天线的输出直接排列，矢量传感器输

出数据的“矢量”特性没有得到保留，所以 ＬＶＭＯＤＥＬ并
不是最合理的．因此，对应于ＬＶＭＯＤＥＬ的各种源定位方
法［１～５，８］也不一定是最优的．

为了保留矢量传感器输出数据的矢量特性，近年
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来很多学者采用一些多维的代数系统作为工具进行建

模．文献［９］首次用四元数对二元输出的矢量传感器建
模，并给出了相应的源定位方法———四元数多重信号分

离（ＱＭＵＳＩＣ）算法．文献［１０］又进一步采用双四元数来
对三元的矢量传感器建模并讨论了相应的双四元数多

重信号分离（ＢＱＭＵＳＩＣ）算法．为完整地描述每个电磁矢
量传感器输出的 ６维信号，文献［１１］利用四四元数
（ＱｕａｄＱｕａｔｅｒｎｉｏｎ）来表示每个矢量传感器的输出，建立了
四四元数的阵列信号模型，并给出了相应的四四元数多

重信号分离算法（ＱＱＭＵＳＩＣ）．相比于传统的长矢量类方
法［１～５］，文献［９～１１］的分析表明采用四元数或者双四元
数的处理办法可以大大减少阵列输出数据协方差矩阵

的计算量和存储空间．文献［１０］还通过仿真实验验证了
ＢＱＭＵＳＩＣ算法比传统的长矢量多重信号分离（ＬＶＭＵ
ＳＩＣ）算法在抵抗相关噪声方面具有更好的鲁棒性．但是
文献［９，１０］的建模方法直接用一个四元数或者双四元数
的不同虚部来对应每个矢量传感器中不同天线的输出，

这样的建模方法缺乏明确的物理意义．
为了寻找一个具有明确物理意义并且尽可能保留

电磁矢量传感器输出数据矢量特性的模型，本文从四元

数形式的麦克斯韦方程组的角度出发，为电磁矢量传感

器阵列建立一个纯双四元数模型（ＰＢＭＯＤＥＬ），并给出相
应的纯双四元数多重信号分离（ＰＢＭＵＳＩＣ）算法．我们从
理论上分析了ＰＢＭＵＳＩＣ算法比传统算法具有更好的抵
抗相关噪声鲁棒性的原因，并从理论上证明了ＰＢＭＵＳＩＣ
算法可以去除每个矢量传感器内部的电场天线或者磁

场天线对应噪声的相关性．最后，本文通过仿真实验验
证了新模型和算法的正确性和有效性．

３ 纯双四元数电磁矢量传感器阵列模型

本节首先引入四元数形式的麦克斯韦方程

组［１２～１６］，然后建立具有明确物理意义的纯双四元数阵

列模型．四元数和双四元数代数最早由 Ｈａｍｉｌｔｏｎ提出，
近几年来四元数在信号处理中得到了广泛的应

用［９，１０，１４，１５］．本文中分别采用ＲＲ、ＣＣ、Ｈ、ＨＣ表示实数域、
复数域、四元数域、双四元数域，用 ｉ，ｊ，ｋ表示四元数的
三个虚部符号，用 Ｉ表示复数的虚部符号．
３１ 四元数形式的麦克斯韦方程组

令（ｘ，ｙ，ｚ）表示三维空间中的一个正交坐标系．用
ｉ，ｊ，ｋ表示四元数的三个虚部符号，由于 ｘ，ｙ，ｚ方向上
的单位矢量之间的内积和外积的关系与 ｉ，ｊ，ｋ之间的
内积和外积的定义是相符的［１５］，所以可建立从三维空

间中的任意一点（ａｘ，ａｙ，ａｚ）到纯四元数空间中的一个
映射：

（ａｘ，ａｙ，ａｚ）→ａｘｉ＋ａｙｊ＋ａｚｋ （１）
即用 ａ＝ａｘｉ＋ａｙｊ＋ａｚｋ来对应三维空间中的（ａｘ，ａｙ，

ａｚ）．和矢量分析相似，定义四元数形式的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ算
子［１７，１８］为：

＝ｉｘ
＋ｊ
ｙ
＋ｋ
ｚ

（２）

式（２）和矢量分析中的Ｈａｍｉｌｔｏｎ算子一样具有外积和内
积的运算，另外每个虚部之间还满足四元数的运算规

则．
根据上面的表述，三维空间中位于（ｘ，ｙ，ｚ）上的电

场信号 Ｅ和磁场信号Ｈ可分别对应到两个纯四元数：
Ｅ＝Ｅｘｉ＋Ｅｙｊ＋Ｅｚｋ （３）
Ｈ＝Ｈｘｉ＋Ｈｙｊ＋Ｈｚｋ （４）

假设电磁波在不导电的，各向同性的，均匀的介质中传

播，那么四元数形式的麦克斯韦方程组［１７，１８］可以表示

为：

Ｅ＝－·Ｅ＋×Ｅ＝－ρ
ζ
－μ
Ｈ
ｔ

（５）

Ｈ＝－·Ｈ＋×Ｈ＝０＋ζ
Ｅ
ｔ

（６）

其中ζ和μ分别为介质的介电常数和磁导率，ρ表示场

源参数，×表示四元数或双四元数的叉乘．
３２ 单电磁源单矢量传感器模型

如图 １所示，假定
一个远场窄带的空间电

磁源以方位角θ１和俯仰

角θ２向位于坐标原点的

一个矢量传感器发射电

磁波．那么可以用如下
的定理 １、２来描述单电
磁源单矢量传感器情况

下的测量模型：

定理１ 令（ｙＥｘ，ｙＨｘ），（ｙＥｙ，ｙＨｙ），（ｙＥｚ，ｙＨｚ）∈ＣＣ分别
表示矢量传感器 ｘ，ｙ，ｚ方向接收到的电场信号和磁场
信号的复包络［１９］．如果用两个双四元数

ｙＥ（ｔ）＝ｙＥｘ（ｔ）ｉ＋ｙＥｙ（ｔ）ｊ＋ｙＥｚ（ｔ）ｋ∈ＨＣ （７）
ｙＨ（ｔ）＝ｙＨｘ（ｔ）ｉ＋ｙＨｙ（ｔ）ｊ＋ｙＨｚ（ｔ）ｋ∈ＨＣ （８）

分别表示传感器收到的电场信号和磁场信号，那

么单电磁源单传感器情况下的测量模型可以表示成

ｙＥ（ｔ）＝ε（ｔ）＋ｎＥ（ｔ） （９）
ｙＨ（ｔ）＝ｕ×ε（ｔ）＋ｎＨ（ｔ） （１０）

其中ε（ｔ）＝εｘ（ｔ）ｉ＋εｙ（ｔ）ｊ＋εｚ（ｔ）ｋ∈ＨＣ表示没有噪
声情况下传感器收到的电场信号复包络；ｎＥ（ｔ），ｎＨ（ｔ）
表示电场和磁场的测量噪声；ｕ表示电磁波传播反方向
的单位纯四元数（如图１所示），可写成

ｕ＝ｃｏｓθ１ｃｏｓθ２ｉ＋ｓｉｎθ１ｃｏｓθ２ｊ＋ｓｉｎθ２ｋ （１１）
证明 令κ代表电磁波传播方向的单位纯四元

数，那么κ＝－ｕ．在远场假设下，三维空间中的任意一
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点（ｒｘ，ｒｙ，ｒｚ）可以映射成四元数 ｒ＝ｒｘｉ＋ｒｙｊ＋ｒｚｋ，在该
位置上的电场和磁场信号可以表示成：

Ｅ（ｒ，ｔ）＝Ｅ（０，ｔ－τ），Ｈ（ｒ，ｔ）＝Ｈ（０，ｔ－τ）（１２）
其中τ＝（κ·ｒ）／ｃ表示从坐标原点到ｒ的传输延迟；ｃ
＝（ζμ）

－０５为电磁波的传播速度．式（１２）说明对于平面
波，三维空间中不同位置的电磁信号之间只存在相位

差．假定在坐标原点处 ｔ时刻的电磁信号为Ｅ０＝Ｅ（０，
ｔ）和 Ｈ０＝Ｈ（０，ｔ），那么有 Ｅ（ｒ，ｔ）＝Ｅ０（ｔ－τ）和 Ｈ（ｒ，
ｔ）＝Ｈ０（ｔ－τ）．因而对于平面波，Ｈａｍｉｌｔｏｎ算子式（２）就
变成－（κ／ｃ）（／ｔ）．那么式（５）和式（６）描述的麦克斯
韦方程组转化为：

κ
ｃ·
Ｅ０－κｃ×

Ｅ０＝－ρ
ζ
－μＨ０ （１３）

κ
ｃ·
Ｈ０－κｃ×

Ｈ０＝０＋ζＥ０ （１４）

其中 Ｅ０＝ｄＥ０／ｄｔ和 Ｈ０＝ｄＨ０／ｄｔ．式（１４）表明κ，Ｅ０，Ｈ０
三个纯四元数相互正交，因而得到式（１３）中的ρ＝０．则
式（１３）和式（１４）分别等价于：

κ·Ｅ０＋κ×Ｅ０＝０＋ηＨ０ （１５）

κ·Ｈ０＋κ×ηＨ０＝０－Ｅ０ （１６）
其中η＝（μ／ζ）

０．５表示介质的本征阻抗［１］．显然，式
（１５）和式（１６）是等价的．这说明对于平面波，麦克斯韦
方程组就变成了式（１５）或式（１６）其中之一．对式（１５）两
边同时积分得到：

κ·Ｅ０＋κ×Ｅ０＝０＋ηＨ０＋ｃ （１７）
由文献［１］可知对于平面电磁波式（１７）中的常数项 ｃ＝
０．如果定义 Ｅ０和 Ｈ０的复包络分别为ε（ｔ）和 ｈ（ｔ），
即：

ε（ｔ）＝２ｅ－Ｉωｃｔ Ｅ０ｘ＋ｉ＋Ｅ０ｙ＋ｊ＋Ｅ０ｚ＋( )ｋ （１８）
ｈ（ｔ）＝２ｅ－Ｉωｃｔ（Ｈ０ｘ＋ｉ＋Ｈ０ｙ＋ｊ＋Ｈ０ｚ＋ｋ） （１９）

其中ωｃ表示载波频率，Ｅ０ｘ＋，Ｅ０ｙ＋，Ｅ０ｚ＋，Ｈ０ｘ＋，Ｈ０ｙ＋，
Ｈ０ｚ＋分别对应 Ｅ０和 Ｈ０各分量的正频率部分．注意到

κ＝－ｕ，那么在远场窄带电磁源假设下的麦克斯韦方
程组可以表示为：

ｕ·ε（ｔ）＋ｕ×ε（ｔ）＝－ηｈ（ｔ） （２０）
根据传感器输出的定义式（７）和式（８），对式（２０）两边同
时乘以一个固定常数［１］，定理１即可证明．

定理２ 在考虑源的极化参数的情况下（如图２所
示），传感器收到的无噪声的电场信号复包络可表示

成：

ε（ｔ）＝ ｖ１ ｖ[ ]２ ＱＷｘ（ｔ） （２１）
其中

ｖ１＝－ｓｉｎθ１ｉ＋ｃｏｓθ１ｊ （２２）

ｖ２＝－ｃｏｓθ１ｓｉｎθ２ｉ－ｓｉｎθ１ｓｉｎθ２ｊ＋ｃｏｓθ２ｋ （２３）

Ｑ为从入射电磁波的主轴到由ｖ１和 ｖ２确定的平面的

旋转矩阵［１］，可以表示为：

Ｑ＝
ｃｏｓθ３ ｓｉｎθ３
－ｓｉｎθ３ ｃｏｓθ

[ ]
３
，θ３∈ －π２，

π[ ]２ （２４）

Ｗ表示从天线到介质的归一化传导矢量［１］（如图 ２所
示），表示为：

Ｗ＝
ｃｏｓθ４
Ｉｓｉｎθ[ ]

４
，θ４∈ －π４，

π[ ]４ （２５）

ｘ（ｔ）表示源发射信号的复包络．

证明 由文献［１］中的式（２７）和引理２１可直接得到
结论．

根据定理１和定理２，单发射源单矢量传感器情况
下的测量模型可以表示为：

ｙＥＨ（ｔ）＝
ｙＥ（ｔ）
ｙＨ（ｔ

[ ]） ＝ＶＱＷｘ（ｔ）＋ｎＥＨ（ｔ） （２６）

其中四元数矩阵 Ｖ可以表示成：

Ｖ＝
ｖ１ ｖ２
ｕ×ｖ１ ｕ×ｖ[ ]

２
＝
ｖ１ ｖ２
ｖ２ －ｖ[ ]

１
（２７）

ｎＥＨ（ｔ）＝ ｎＥ（ｔ） ｎＨ（ｔ[ ]）Ｔ为传感器的测量噪声，Ｔ表
示（四元数）矩阵的转置．
３３ 多个发射源的电磁矢量传感器阵列模型

考虑三维空间中的 Ｌ个远场窄带电磁源入射到由
Ｍ个矢量传感器构成的阵列上．假定阵列中第 ｍ个矢
量传感器在三维空间中的坐标为（ｍｘ，ｍｙ，ｍｚ），其对应
的四元数为 ｐｍ＝ｍｘｉ＋ｍｙｊ＋ｍｚｋ，若第 ｌ个源以方位角

θｌ１，俯仰角θｌ２，极化参数角θｌ３，θｌ４入射到阵列上，那么

第 ｌ个源到阵列中第ｍ个传感器的空间相位因子［２－５］

可表示成：

ｄｌｍ＝ｅＩ
λ
２πｐｍ
·ｕｌ （２８）

其中λ表示电磁波的波长，·表示四元数的内积，ｕｌ表
示第ｌ个源的电磁波传播方向的反方向．式（２８）建立在
双四元数的框架下，单由于 Ｉ具有和复数虚部相同的运
算法则［１０］，它和传统的复数域空间相位因子具有相同

的物理解释，即描述电磁波信号的相位延迟．类似于式
（１１），ｕｌ可以表示为：

ｕｌ＝ｃｏｓθｌ１ｃｏｓθｌ２ｉ＋ｓｉｎθｌ１ｃｏｓθｌ２ｊ＋ｓｉｎθｌ２ｋ （２９）
对应于式（２６），如果分别定义 ｙ（ｍ）ＥＨ（ｔ），ｎ（ｍ）ＥＨ（ｔ）为第 ｍ
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个传感器接收到的信号和测量噪声，那么可以用下面

的两个双四元数矢量来表示整个阵列的输出和测量噪

声：

ＹＥＨ（ｔ）＝ （ｙ（１）ＥＨ（ｔ））Ｔ （ｙ（２）ＥＨ（ｔ））Ｔ … （ｙ（Ｍ）ＥＨ（ｔ））[ ]Ｔ Ｔ

（３０）
ＮＥＨ（ｔ）＝（ｎ（１）ＥＨ（ｔ））Ｔ （ｎ（２）ＥＨ（ｔ））Ｔ … （ｎ（Ｍ）ＥＨ（ｔ））[ ]Ｔ Ｔ

（３１）
根据式（２６）和叠加原理，多发射源的阵列模型可以

表示成：

ＹＥＨ（ｔ）＝∑
Ｌ

ｌ＝１
［Ｄｌ（ＶｌＱｌＷｌ）］ｘｌ（ｔ）＋ＮＥＨ（ｔ）（３２）

其中 Ｑｌ，Ｖｌ，Ｗｌ的定义类似于式（２４）、（２５）、（２７），但相
应的方位角、俯仰角和极化参数角是第 ｌ个源的；为
Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ积；ｘｌ（ｔ）是第 ｌ个源发射的信号；Ｄｌ为第ｌ个
源对整个阵列的相位矢量［２～５］，可表示为：

Ｄｌ＝ ｄｌ１ ｄｌ２ … ｄ[ ]ｌＭ Ｔ （３３）
如果令 ａ（θｌ）＝Ｄｌ（ＶｌＱｌＷｌ），θｌ＝［θｌ１ θｌ２ θｌ３ θｌ４］Ｔ，
那么式（３２）可以等效的表示为：

ＹＥＨ（ｔ）＝ＡＸ（ｔ）＋ＮＥＨ（ｔ） （３４）
其中 Ａ＝［ａ（θ１） ａ（θ２） … ａ（θＬ）］，

Ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ） ｘ２（ｔ） … ｘＬ（ｔ）］Ｔ．
式（３４）即为用纯双四元数描述的电磁矢量传感器阵列
的测量模型（ＰＢＭＯＤＥＬ）．

４ 纯双四元数模型的协方差矩阵

本节首先给出 ＰＢＭＯＤＥＬ下的协方差矩阵的定义，
然后给出协方差矩阵对相关噪声的鲁棒性分析．在下
面的讨论中，为了简化符号，各个信号关于时间 ｔ的表
示将被省略．
４１ 协方差矩阵

类似于文献［９］和［１０］中的定义，可定义 ＰＢＭＯＤ
ＥＬ下阵列输出数据的协方差矩阵为：

Ｒｙ＝Ｅ｛ＹＥＨＹＥＨ｝ （３５）
其中表示双四元数矢量的全共轭转置［１０］，Ｅ｛·｝表示
数学期望．假定信号和噪声不相关，则式（３５）可以进一
步表示为：

Ｒｙ＝ＡＥ｛ＸＸ｝Ａ＋Ｅ ＮＥＨＮ{ }ＥＨ ＝ＡＲｘＡ＋Ｒｎ （３６）
其中 Ｒｘ和Ｒｎ分别表示源信号和噪声信号的协方差矩
阵．

在对源的波达方向进行估计时，传统的 ＭＵＳＩＣ和
ＥＳＰＲＩＴ算法都要求噪声的协方差矩阵 Ｒｎ为一个对角
元素相等的实对角阵，也就是要求测量噪声是一个不

相关的多维随机过程．而下一小节的分析将表明，无论
每个传感器的电场噪声或者磁场噪声是否相关，在双

四元数框架下的噪声协方差矩阵都是一个对角阵．

４２ 相关噪声的鲁棒性分析

在长矢量的情况下，第 ｍ个矢量传感器接收到的
电场噪声被表示成如下的复矢量：

ｌｖｎＥ（ｍ）＝ ｎＥｘ（ｍ） ｎＥｙ（ｍ） ｎＥｚ（ｍ[ ]） Ｔ （３７）
其中左上标ｌｖ表示对应的量属于 ＬＶＭＯＤＥＬ；ｎ（ｍ）Ｅｐ∈ＣＣ，
（ｐ＝ｘ，ｙ，ｚ）表示第 ｍ个传感器的ｐ方向上的电场天
线接收的噪声信号．式（３７）对应的噪声的协方差矩阵可
表示为：
ｌｖＲＥｎ（ｍ）＝Ｅ

ｌｖｎＥ（ｍ( )） ｌｖｎＥ（ｍ( )）{ }

＝
Ｅ｛（ｎ（ｍ）Ｅｘ）（ｎ（ｍ）Ｅｘ）｝Ｅ｛（ｎ（ｍ）Ｅｘ）（ｎ（ｍ）Ｅｙ）｝Ｅ｛（ｎ（ｍ）Ｅｘ）（ｎ（ｍ）Ｅｚ）｝

Ｅ｛（ｎ（ｍ）Ｅｙ）（ｎ（ｍ）Ｅｘ）｝Ｅ｛（ｎ（ｍ）Ｅｙ）（ｎ（ｍ）Ｅｙ）｝Ｅ｛（ｎ（ｍ）Ｅｙ）（ｎ（ｍ）Ｅｚ）｝

Ｅ｛（ｎ（ｍ）Ｅｚ）（ｎ（ｍ）Ｅｘ）｝Ｅ｛（ｎ（ｍ）Ｅｚ）（ｎ（ｍ）Ｅｙ）｝Ｅ｛（ｎ（ｍ）Ｅｚ）（ｎ（ｍ）Ｅｚ）









｝

（３８）
其中表示复数的共轭；Ｅ｛（ｎ（ｍ）Ｅｐ）（ｎ（ｍ）Ｅｐ）｝，（ｐ＝ｘ，ｙ，
ｚ）表示噪声三个分量之间的自相关，一般是大于０的实
数；Ｅ｛（ｎ（ｍ）Ｅｐ）（ｎ（ｍ）Ｅｑ）｝，（ｐ，ｑ＝ｘ，ｙ，ｚ；ｐ≠ｑ）记录了不
同噪声分量之间的互相关．由于此处噪声为复噪声，
Ｅ｛（ｎ（ｍ）Ｅｐ）（ｎ（ｍ）Ｅｑ）｝一般是复数，通常情况下认为不同
复噪声分量的实部和虚部之间是不相关的，那么

Ｅ｛（ｎ（ｍ）Ｅｐ）（ｎ（ｍ）Ｅｑ）｝将变成大于０的实数．
对应于式（３７），在双四元数框架下，由式（７）可知第

ｍ个矢量传感器接收到的电场噪声可以表示为：
ｎ（ｍ）Ｅ ＝ｎ（ｍ）Ｅｘｉ＋ｎ（ｍ）Ｅｙｊ＋ｎ（ｍ）Ｅｚｋ∈ＨＣ （３９）

由于式（３９）是一个双四元数，式（３６）表明由式（３９）中噪
声二阶统计特性可以用下面的双四元数表示：

Ｒ（ｍ）Ｅｎ ＝Ｅ ｎ（ｍ）( )Ｅ ｎ（ｍ）( )Ｅ{ }

[＝ Ｅ｛（ｎ（ｍ）Ｅｘ）（ｎ（ｍ）Ｅｘ）｝＋Ｅ｛（ｎ（ｍ）Ｅｙ）（ｎ（ｍ）Ｅｙ）｝
＋Ｅ｛（ｎ（ｍ）Ｅｚ）（ｎ（ｍ）Ｅｚ） ]｝

＋ Ｅ｛（ｎ（ｍ）Ｅｙ）（ｎ（ｍ）Ｅｚ）｝－Ｅ｛（ｎ（ｍ）Ｅｚ）（ｎ（ｍ）Ｅｙ）[ ]｝ｉ
＋ Ｅ｛（ｎ（ｍ）Ｅｚ）（ｎ（ｍ）Ｅｘ）｝－Ｅ｛（ｎ（ｍ）Ｅｘ）（ｎ（ｍ）Ｅｚ）[ ]｝ｊ
＋ Ｅ｛（ｎ（ｍ）Ｅｘ）（ｎ（ｍ）Ｅｙ）｝－Ｅ｛（ｎ（ｍ）Ｅｙ）（ｎ（ｍ）Ｅｘ）[ ]｝ｋ

（４０）
式（４０）中双四元数 Ｒ（ｍ）Ｅｎ的标量部分保留了噪声分量之
间的自相关，三个四元数的虚部部分记录噪声分量的

互相关的差值．如上所述，当噪声分量的实部和虚部不
相关的情况下，有 Ｅ｛（ｎ（ｍ）Ｅｐ）（ｎ（ｍ）Ｅｑ）｝＝Ｅ｛（ｎ（ｍ）Ｅｑ）
（ｎ（ｍ）Ｅｐ）∈ＲＲ，那么式（４０）中的减法实际上就把噪声的
相关性给去除了，或者说把噪声给“白化”了．此时式
（４０）为一个实数，它仅仅记录了噪声分量的自相关．

通过以上分析可知，对于传感器接收到的磁场噪

声信号，式（３７）～（４０）的结论也是成立的．当考虑整个
阵列的噪声时，如果不同的矢量传感器之间的噪声分
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量不相关，同一个矢量传感器内部的电场噪声和磁场

噪声也不相关，ＬＶＭＯＤＥＬ下噪声的协方差矩阵可以表
示为：

ｌｖＲｎ＝

ｌｖＲ（１）Ｅｎ ０ ０ ０ ０

０ ｌｖＲ（１）Ｈｎ ０ ０ ０
０ ０  ０ ０
０ ０ ０ ｌｖＲ（Ｍ）Ｅｎ ０

０ ０ ０ ０ ｌｖＲ（Ｍ）Ｈ

















ｎ

∈ＣＣ６Ｍ×６Ｍ

（４１）
式（４１）是一个按６×６大小分块的分块对角阵．对应地，
在纯双四元数的模型下的噪声协方差矩阵为：

Ｒｎ＝

Ｒ（１）Ｅｎ ０ ０ ０ ０

０ Ｒ（１）Ｈｎ ０ ０ ０
０ ０  ０ ０
０ ０ ０ Ｒ（Ｍ）Ｅｎ ０

０ ０ ０ ０ Ｒ（Ｍ）Ｈ

















ｎ

∈Ｈ２Ｍ×２ＭＣ （４２）

式（４２）是一个双四元数矩阵．
假设Ａ１：不同的矢量传感器的噪声分量互不相关，

同一个矢量传感器接收的电场噪声和磁场噪声不相

关，噪声分量的实部和虚部不相关．
由上述分析可知，在满足假设 Ａ１的情况下，式

（４２）为一个实对角阵．这说明本文中双四元数的协方差
矩阵具有“天然地”去除同一个传感器内部的电场噪声

和磁场噪声相关性的能力．同时由式（４０）可知，在不同
的矢量传感器对应的噪声分量相关的情况下（即式（４２）
中的非对角元素不为０的情况下），式（４０）中三个虚部
的减法运算可以削弱不同矢量传感器中的噪声分量之

间的相关性．这就是文献［９］中的 ＢＱＭＵＳＩＣ算法比传
统的ＬＶＭＵＳＩＣ算法具有更好的抵抗相关噪声鲁棒性
的原因．当然，在假设Ａ１的条件不满足的情况下，无论
是 ＢＱＭＵＳＩＣ还是 ＬＶＭＵＳＩＣ二者的性能都将下降，但
本文的处理手段明显地弱化了传统子空间类 ＤＯＡ估计
方法对测量噪声的不相关的限制．

５ 纯双四元数多重信号分离（ＰＢＭＵＳＩＣ）
算法

在满足假设Ａ１的情况下，如果假设矢量传感器接
收的每个噪声分量的功率均为σ

２，那么式（３６）对应的
阵列输出的协方差矩阵为：

Ｒｙ＝ＡＲｘＡ＋３σ２Ｉ２Ｍ （４３）
其中 Ｉ２Ｍ为２Ｍ×２Ｍ的单位阵．如果源信号的协方差矩
阵 Ｒｘ是满秩的，那么根据双四元数矩阵的特征值分
解［１０，１２］，式（４３）的特征值分解可以表示为：

Ｒｙ＝∑
Ｌ

ｐ＝１
λｐｓｐｓｐ＋∑

２Ｍ－Ｌ

ｑ＝１
３σ２ｇｑｇｑ （４４）

其中｛λｐ｝∈ＲＲ，｛ｐ＝１，…Ｌ｝为 Ｒｙ中较大的Ｌ个特征值
（实数）；Ｓ＝ ｓ１ … ｓ[ ]Ｌ 包括较大的Ｌ个特征值对应
的特征向量；Ｇ＝ ｇ１ … ｇ２Ｍ－[ ]Ｌ 包括较小的２Ｍ－Ｌ
个特征值对应的特征向量．和传统的多重信号分离算
法［６，７］相似，由文献［１０］中的双四元数多重信号分离算
法有：

ＡＧ＝０ （４５）
式（４５）即表达了双四元数空间中的信号子空间和噪声
子空间的正交性．

在实际情况下，接收数据的协方差矩阵通常采用

下式估计：

珘Ｒｙ＝
１
Ｎ∑

Ｎ

ｔ＝１
ＹＥＨ（ｔ）ＹＥＨ（ｔ） （４６）

按式（４４）中特征值的大小排列可以得到珘Ｒｙ的特征
分解为：

珘Ｒｙ＝∑
Ｌ

ｐ＝１
λｐ珘Ｓｐ珘Ｓｐ＋∑

２Ｍ－Ｌ

ｑ＝１
λｑ珘ｇｑ珘ｇｑ （４７）

令珟Ｇ＝珘ｇ１ … 珘ｇ２Ｍ－[ ]Ｌ ，则实际情况下的 ＰＢＭＵＳＩＣ
算法为寻找以下函数的峰值点：

ＦＰＢ（θｌ）＝
１

ａ（θｌ）珟

 

Ｇ ２ （４８）

 

其中 · 表示双四元数矢量的模长（ｌ２范数）［９］．
需要指出，由于采用了文献［１０］中的 ＢＱＭＵＳＩＣ算

法的原理，ＰＢＭＵＳＩＣ算法和 ＢＱＭＵＳＩＣ一样无法估计电
磁源的极化参数．所以它们只能用在已知电磁源极化
参数或极化参数被事先估计的场合．如果消除极化参
数对ＤＯＡ估计的影响，可以采用类似于文献［１１］中瑞
利准则解耦极化和角度估计的方法．

６ 仿真结果

这部分给出本文的 ＰＢＭＵＳＩＣ算法的计算机仿真
结果，并和传统的 ＬＶＭＵＳＩＣ算法进行比较．实验中采
用的是一个由电磁矢量传感器构成的均匀线阵．传感
器位于三维空间中的 ｘ轴上，相邻两个传感器之间的
间隔为０３倍入射电磁波波长．

第一个实验验证 ＰＢＭＵＳＩＣ算法的正确性．假设空
间中有３个不相关的等功率电磁源入射到由５个矢量
传感器构成的阵列上．为方便画出 ＰＢＭＵＳＩＣ的空间
谱，假定这３个电磁源极化参数相同，均为θ３＝０２ｒａｄ，

θ４＝０３ｒａｄ．它们的方位角分别为：２８ｒａｄ，２６ｒａｄ和

０８ｒａｄ；俯仰角分别为：０１ｒａｄ，０６ｒａｄ和 ０９ｒａｄ．和文献
［１０］中的实验相同，固定源的极化角度，仅对源的方向
角进行２维的空间谱搜索．为了充分体现算法的鲁棒
性，假定已知的极化角度有 ＋５％的误差，在该情况下
ＰＢＭＵＳＩＣ和ＬＶＭＵＳＩＣ得到的空间谱搜索的结果如图
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３所示．从图３的结果可知，在源的极化参数有误差的
情况下，ＰＢＭＵＳＩＣ比 ＬＶＭＵＳＩＣ具有更好的性能，它可
以很好地分离出中间两个靠得比较近的源．

第二个实验比较两个算法在噪声不相关情况下的

性能．假定一个电磁源入射到 ５个传感器构成的阵列
上．电磁源的方位角、俯仰角、两个极化角分别为：πｒａｄ，
０３ｒａｄ，０５ｒａｄ，０２ｒａｄ．仿真中采用了 ３００次独立的实
验，每次实验使用１０００组采样数据．两种算法在不同信
噪比下的方位角和俯仰角估计的均方误差（ＭＳｅｓｔｉｍａ
ｔｉｏｎｅｒｒｏｒ）如图４所示．从图中可以看出在噪声不相关情
况下，ＰＢＭＵＳＩＣ和 ＬＶＭＵＳＩＣ具有相近的性能，ＬＶＭＵ
ＳＩＣ稍好．ＬＶＭＵＳＩＣ性能略好的原因可能是由于在 ＬＶ
ＭＯＤＥＬ的描述方式下，阵列接收数据矢量的长度是最
长的，进而ＬＶＭＯＤＥＬ协方差矩阵更完善的描述了信号
的二阶统计特性．但是如文献［９，１０］中分析，较长的数
据矢量会使得协方差矩阵估计的运算量和存储空间都

较大，带来计算上的复杂度．

第三组实验比较算法在噪声相关情况下的性能．
实验条件和实验二相同，但传感器的测量噪声是相关

的并且满足 Ａ１的假设．在这样的情况下，两种算法的
性能对比如图 ５所示．图 ５说明了在相关噪声的情况
下，ＰＢＭＵＳＩＣ的性能要远远的好于 ＬＶＭＵＳＩＣ的性能，
证实了本文算法在相关噪声情况下具有更好的鲁

棒性．

７ 结论

本文以双四元数为数学工具，为电磁矢量传感器

及其阵列建立了一个物理意义明确的模型．该模型采
用双四元数来整体描述阵列的输出，保留了阵列输出

数据的矢量特性．基于模型，本文给出了相应的纯双四
元数多重信号分离算法（ＰＢＭＵＳＩＣ）．对协方差矩阵的
理论分析表明：引入双四元数的数学工具使得本文算

法具有“天然地”去除每个矢量传感器内部电场天线和

磁场天线的噪声的相关性的能力，在抵抗相关噪声上

比传统的算法表现出更好的鲁棒性．
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